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Die Struktur einreihiger Ringe (generalized uniseral rings) ist vollst%ndig 
bekannt, wenn R eine Algebra endlicher Dimension iiber einem algebraisch 
abgeschlossenen Kiirper K ist. In diesem Fall l$Rt sich R allein durch K und 
ein System natiirlicher Zahlen charakterisieren [3]. 
S. Asano [l] hat dieses Resultat auf den Fall eines vollkommenen KGrpers 
K verallgemeinert und gezeigt, da13 eine zweiseitig unzerlegbare einreihige 
Algebra R iiber K vollstsndig bestimmt ist durch (1) ein System natiirlicher 
Zahlen, (2) einen SchiefkGrper D, (3) einen Automorphismus g von D und 
(4) ein System von Elementen von K. 
Ziel der vorliegenden Note ist es zu zeigen, dal3 zur Charakterisierung von 
R das System (4) iiberfliissig ist und da0 man wie bei einem algebraisch 
abgeschlossenen Kiirper K such bei vollkommenen K eine vollstsndige 
Klassifizierung dieser Algebren erhslt. Insbesondere beweisen wir folgenden 
Satz. 
SATZ 1. R sei eine zweiseitig unzerlegbare einreihige (generalized uniserial) 
Algebra endlicher Dimension iiber e-inem vollkommenen Kiirper K, M sei ein 
einfacher R-modul und D = End,(M). D ann existiert ein Automorphismus g 
von D, so daj3 R Morita-iiquivalent ist zu einem Faktorring des Rings der 
(n, n)-Matrizen 
dabei ist P = D[[X, g]] der mit dem Automorphismus g durch Xa = g(a)X 
getwistete Potenzreihenring iiber D und n die Anzahl der einfachen R-Moduln. 
Der Beweis beruht im wesentlichen auf der Untersuchung einreihiger 
Ringe [4] und [5] und dem Satz von Wedderburn-Malcev. 
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1. 
Wir stellen in diesem Abschnitt zunachst einige Grundbegriffe zusammen. 
R sei ein Artin-Ring, 
N = rad R das Radikal von R, 
n = n(R) die Anzahl der verschiedenen unzerlegbaren projektiven 
R-Linksmoduln, 
Re, ,..., Re, ein Vertretersystem dieser Moduln mit primitiven Idem- 
potenten ei . 
fi = f(Rei) sei die Anzahl der zu Re, isomorphen Summanden in einer 
direkten Zerlegung von R in unzerlegbare Linksmoduln. 
Fur einen R-Linksmodul M sei 
Sot M der Sockel von M, 
d(M) die Lange der oberen Loewy-Reihe von M, d.h. die kleinste 
naturliche Zahl d mit NdM = 0, 
di = d(Rei). 
R heibt einreihig (generalized uniserial), wenn jedes Rei und jedes e,R nur 
eine Kompositionsreihe hat. Bei einem zweiseitig unzerlegbaren einreihigen 
Ring R kann man die Numerierung der Rei so wahlen, da8 gilt: 
Nei/N’ei z Re,+,/Ne,+, fiir i < n und 
Ne,/N2e, s ReJNe, falls d, > 1. ([3, Satz 51.) 
Diese Numerierung bezeichnen wir als Standard-Numerierung. Nach [4] 
Satz 2.1 besitzt jeder zweiseitig unzerlegbare einreihige RingR ein Invarianten- 
system ( VPE-System) S = S(R) = {(di , fi , Ri , gi, bi) i = l,..., n}, bestehend 
aus den natiirlichen Zahlen n, di, fi, den Endomorphismenringen Ri = 
End,(Re,), Isomorphismen gi: RJNj@*” + Ri+,/Nj:i;” (vgl. [4, (1.2), (1.3), 
(1 .15) und (1.16)]) und Elementen bi E Ni = rad Ri , so da8 die Relationen 
[4, (2.1) bis (2.91 gelten. Die R, sind lokale einreihige Ringe (VP&Ringe). 
Ein zuliissiger VPE-Ring ist ein Tripe1 (P, g, b), bestehend aus einem lokalen 
einreihigen Ring P, einem Automorphismus g von P und einem Element 
b E rad P, so da0 gilt: 
Pb = rad P und bx = g(xb) fur alle x E P. 
(P, g, b) und (P’, g’, b’) heiBen iiquivalent, wenn ein Isomorphismus 
h: P’ -+ P und eine Einheit c E P existieren mit 
h(b’) = b und hg’ = tgh (2(x) = cm-‘). 
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2, 
Wir beweisen in diesem Abschnitt folgenden Satz, aus dem Satz 1 unmit- 
telbar folgt. 
SATZ 2. Jede zweiseitag unzerlegbare einreihige Algebra R endlicher 
Dimension iiber einem vollkommenen K&per K ist bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmt durch (1) die natiirlichen Zahlen n = n(R), di = d(Rei), fi = f (Rei), 
i = I,..., n, (2) den Endomorphismen-Schiefkorper D = D(R) eines einfachen 
R-Moduls und (3) einen Automorphismus g von D. 
Zwei solche Algebren sind genau dann isomorph, wenn gilt: 
(a) bei Standardnumerierung ist n = n’, di’ = dpfi) , fi’ = fpci) fiir 
eine zyklische Permutation p E S, , 
(b) es gibt einen Isomorphismus h: D’ -+ D und ein Element c # 0 von 
D mit hg = tg’h. (e(x) = cxc-‘). 
Der Beweis von Satz 2 ergibt sich aus den folgenden Hilfssatzen. 
HILFSSATZ 2.1. P sei eine lokale einreihige Algebra endlicher Dimension iiber 
einem vollkommenen K&per K. Dann gilt 
I’ E D[[X> cell/(W, s = d(P), 
wo D eine Divisionsalgebra iiber K mit Plrad P s D ist. 
Beweis. Ohne Einschdnkung kann man d(P) > 1, d.h. N = rad P # 0 
voraussetzen. Nach dem Satz von Wedderburn-Malcev [2, 72.191 existiert 
eine Teilalgebra D von P mit 
P=D@N und P/N g D. 
Da P lokal und einreihig ist, existiert ein Element b EN mit 
N = Pb = bP und Sot P = l(b) = r(b) = r(N). (2.2) 
Dabei sind r( ) und I( ) Rechts- bzw. Linksannullator von ( ). Wir zeigen 
zunachst, daB man b so wahlen kann, daB 
Db = bD 
gilt. Dazu betrachten wir die Teilalgebra 
L = {x E P 1 bx = yb fur geeignetes y  E D> 
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von P. Da y in bx = yb wegen y E D durch x eindeutig bestimmt ist, ist die 
Abbildung f: L + D, definiert durch f(x) = y, ein surjektiver Algebren- 
homomorphismus, fur den 
Kernf = r(b) C N 
gilt. Daraus folgt wegen L/Kernf G D 
Kernf = r(b) = rad L. 
Nach dem Satz von Wedderburn-Malcev existiert eine zu D K-isomorphe 
Teilalgebra D’ von L mit 
L = D’ @r(b). 
Aus Dimensionsgrtinden mul3 dann such P = D’ @ N gelten. Daraus folgt, 
wieder nach dem Satz von Wedderburn-Malcev, da13 eine Einheit c E P 
existiert mit D’ = CDC-I. Das bedeutet 
Db = bL = bD’ = bcDc-l, d.h. D(bc) = (bc)D. 
Setzt man b, = cb, so folgt, da c, eine Einheit von P ist, zusammen mit (2.2) 
N = Pb, = b,P, Db, = b,D. 
Wegen D n r(b,) = D n Z(b,) = 0 erhalt man durch b,x = g(x) b, , x E D, 
einen Automorphismus g von D. Daraus ergibt sich in Verbindung mit 
S-l 
P = 1 Db,i, blS = 0 
i=O 
die Behauptung. 
FOLGERUNG 2.3. P sei eine lokale einreihige Algebra endlicher Dimenxion 
iiber einem vollkommenen Kiirper K mit d(P) >, 2. 
(a) Je zwei zuliissige VPE-Algebren der Form (P, g, , b,) und (P, g, , b2) 
sind &&vale&. 
(b) Sind Pi , i = 1, 2 lokale einreihige Algebren iiber K mit 
PJSOC Pi s Py i= 1,2, 
so sind PI und Pz isomorph. 
Beweis. Folgt sofort aus Hilfssatz 2.1 und [5, Satz 5.31. 
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HILFSSATZ 2.4. R und R’ seien zweiseitig unzerlegbare einreihige Algebren 
endlicher Dimension iiber einem vollkommenen Kijrper K mit 
d(R) > n = n(R) und d, E l(n). 
R und R’ sind isomorph, wenn fiir die VPE-Systeme S von R und S’ von R’ die 
Bedingung (1) in Sate 2 und 
gilt. 
R, z %n, , p E S, wie in Satz 2 (2.5) 
Beweis. Sei s(i,j) und s wie in [4, (1.2), (1.3)]. Wegen der Voraussetzung 
iiber d(R) und d,, und wegen 
4+, b 4-l > i = l,..., n 
folgt zunachst 
s = s(n, 0) 3 2. (2.6) 
Wie in [4, (1.17)] sei 
- 
gn,i = gi+,-1 ... gi+,gi 9 (2.7) 
wo gj: RJNj-” + R,+,/N,“;: der von gj: Rj/Nj”(i*l’ -+ Rj+,/Nf~>” induzierte 
Isomorphismus ist (vgl. [4, Hilfssatz 1 .l]). 
Wegen [4, (2.4), (2.5)] ist 
17, = (R,/N;-I, g,,i , bi + N;-l), i = l,..., n 
ein zulassiger VPE-Ring, der im Fall s(i, 0) = s mit dem von Ri nach 
[5, (4.4)] induzierten zulassigen VPE-Ring (R,/Soc Ri , g,z , bi + Sot Ri) 
iibereinstimmt, da 
gn,i = &Ii P falls s = s(i, 0). 
Sei s das VPE-System s = {(& , fi , i& , & , bi) i = l,..., n} mit & = 
bi + Ni-‘, & = n(s - 1) und fi = f (Re,). Analog sei s’ definiert. Wegen 
(2.6) und [4, Satz 1.11 ist d(R,) > 2. Daher folgt aus (2.5) zusammen mit 
[5, (5.3)], da8 (bei geeigneter Numerierung) R,, und R,’ aquivalente zulassige 
VPE-Ringe sind. Das bedeutet nach [5, Hilfssatz 3.31, da0 s and s’ 
aquivalente VPE-Systeme sind. Wir zeigen, daR aus der Aquivalenz von s 
und s bereits die von S’ und S und damit ([4, Satz 2.11) die Isomorphie von 
R und R’ folgt. Dazu seien h<: Bi ---f &‘, i = l,..., n Isomorphismen mit den 
in [4, (2.7), (2.91 geforderten Eigenschaften, die man nach [4, (2.10), (2.11)] 
in der Form 
und hi,& = &‘hi ) i = l,..., n 
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voraussetzen kann. Wegen (2.7) folgt daraus 
hign,i = gA,iAi 3 i = l,..., n, (2.8) 
d.h. i& und &’ sind aquivalent. Das bedeutet nach [5, Folgerung 4.141, daf3 
sich hi hochheben laBt, falls & = R,/Soc Ri . Wir benutzen dies, urn 
Isomorphismen h,: Ri + Ri’ zu konstruieren mit der Eigenschaft 
h&) = bi’ und hi*&-, = g;-,h,?l, ) (2.9) 
hi* der von hi in RJN, s(i,l) induzierte Isomorphismus. Zunachst sei h, = hl , 
falls R, = R, und h, wie in [5, (4.14)], falls R, = R,/Soc R,. 1st hi: Ri -+ Ri’ 
fur 1 < i < n bereits definiert, dann sei hi+l = h,+i , falls R,+l = R,+l , 
h,+l = gi’h,gT1, falls gi # gi , und hi+I wie in [5, (4.14)], falls gi = gi und 
&+l = R,,,/Soc Ri+l . Wegen (2.8) ist in [5, (4.14)] ci = 1. Wegen d, = l(n) 
ist h, = h, . Daher gilt (2.9) fur alle i = I,..., n bzw. i = 2 ,..., n + 1. Also 
sind S und S’ iquivalent. 
Beweis van Sate 2. 1st d(R) < n, so folgt die Behauptung aus [5, (3.10) 
und (3.1 l)], ist d(R) > n, so folgt sie aus Hilfssatz 2.1, Hilfssatz 2.4 und 
[5, Satz 5.31. 
Beweis non Satx 1. Sei n, di, fi , D, g wie in Satz 2. Sei weiter P = 
D[[X, g]], P’ = P/(Xns) mit s = max{s(i, 0), i = I,..., n} wie in [4, (1.3)] und 
A = A,(P’) wie in [5, Bermerkung zu Satz 3.81. Nach [5, (3.7c)] ist 
0’ = 2 (rad A)d’ et 
i=l 
ein zweiseitiges Ideal von A und die Invarianten von R und A/U stimmen bis 
auf die Vielfachheiten fi iiberein. Also sind A/U und der Basisringl R” von R 
nach Satz 2 isomorph, d.h. A/U und R sind Morita-aquivalent. A,(P) ist 
zum Ring der (n, n)-Matrizen 
isomorph2, A,(P’) zu einem Faktorring von A,(P), daher folgt die Be- 
hauptung. 
1 Fiir die Definition des Basisrings R” van R vgl [6]. 
2 Fiir den Hinweis auf die Isomorphic van A,(P) und B,(P) im Fall P = D[[X, g]] 
bin ich Chris Robson sehr dankbar. 
74 HERBERT KUPISCH 
LITERATUR 
1. S. ASANO, K6dai Math. Sem. Rep. 14 (1962), 2(t25. 
2. C. W. CURTIS AND J. REINER, “Representation Theory of Finite Groups and 
Associative Algebras,” Interscience, New York, 1962. 
3. H. KUPISCH, Beitrage zur Theorie nichthalbeinfacher Ringe mit Minimalbedingung, 
Reine Anger. Math. 201 (1959), 100-112. 
4. H. KUPISCH, Uber eine Klasse von Ringen mit Minimalbedingnng I, Arch. Math. 
(Basel) XVII (1966), 20-35. 
5. H. KUPISCH, tiber eine Klasse von Artinringen II, Arch. Math. (Basel), erscheint. 
6. M. OSIMA, Notes on Basic-Rings I, Math. J. Okayama Univ. 2 (1953), 103-110. 
